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Gausselimination
Inledning
Detta bildspel riktar sig till personer som har ldst om gausselimination

och som skulle vilja se lite mer i detalj hur man gor i praktiken, och i
vilken ordning man skriver saker.

Om du inte kdnner till begreppet s& bor du ta och l3sa in dig p& det
innan du kor spelet.
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Vad ar det?

Gausselimination ar en systematisk och effektiv metod for att [6sa linjara
ekvationssystem.
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Vad ar det?

Gausselimination 3r en systematisk och effektiv metod for att l6sa linjara
ekvationssystem.

Att [6sa ekvationer kan liknas vid att stdda. Om man arbetar
osystematiskt finns alltid risken att man i varje steg stddar fram en sak
till genom att begrava en annan.

Arbetsgdngen vid Gausselimination ar s& upplagd att man aldrig forstor
ndgot som man redan ordnat. Och i varje steg stddar man upp nagot.
Detta garanterar att man blir klar forr eller senare.
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matrisform.
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» Man far multiplicera en rad med ett tal (inte med talet 0).

» Man fa&r lagga en multipel av en rad till en annan rad.
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Hur man gor

| den har beskrivningen utgér vi frén att ekvationssystemet &r skrivet pa
matrisform.

Vad f3r man gora?

» Man fér byta plats pa tva rader.
» Man far multiplicera en rad med ett tal (inte med talet 0).
» Man fa&r lagga en multipel av en rad till en annan rad.

Vart vill man komma?
Man vill f& en matris av den har typen:

1 0 --- 0] etttal
0 1 --- 0] ett tal

0 0 --- 1] etttal
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Man fixar 1:an forst i forsta raden, antingen genom att multiplicera
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Man fixar O:or under denna 1:a.
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matrisen s3 kallas det Gauss-Jordans metod.
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Man fixar 1:an forst i forsta raden, antingen genom att multiplicera
raden med ndgot eller genom att byta plats pa ett par rader.

Man fixar 0:or under denna 1:a, genom att addera lampliga multiplar
av forsta raden till de nedanfor.

Man fixar 1:an i andra raden pd samma satt.
Man fixar O:or under denna 1:a.
Och s3 vidare, tills det inte finns ndgra rader kvar.

Detta ar Gaussdelen av arbetet. Om man fortsatter att arbeta med
matrisen s3 kallas det Gauss-Jordans metod.

>

Man fixar 0:or ovanfér 1:an i nedersta raden, genom att addera
ldmpliga multiplar av den raden till de ovanfor.
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Man fixar 1:an forst i forsta raden, antingen genom att multiplicera
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Man fixar 1:an forst i forsta raden, antingen genom att multiplicera
raden med ndgot eller genom att byta plats pa ett par rader.

Man fixar 0:or under denna 1:a, genom att addera lampliga multiplar
av forsta raden till de nedanfor.

Man fixar 1:an i andra raden pd samma satt.
Man fixar O:or under denna 1:a.
Och s3 vidare, tills det inte finns ndgra rader kvar.

Detta ar Gaussdelen av arbetet. Om man fortsatter att arbeta med
matrisen s3 kallas det Gauss-Jordans metod.
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Man fixar 0:or ovanfér 1:an i nedersta raden, genom att addera
ldmpliga multiplar av den raden till de ovanfor.

Man fixar 0:or ovanfér 1:an i ndst nedersta raden p& samma sitt.
Och s3 vidare, tills man nar oversta raden.

KLART!
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Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
x—2y+ z= 8

Vi borjar med att skri-
va systemet pa pa ma-
trisform.
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koefficientdelen  fran
hogerledet &r inte
nddvindigt, men det
kan bli |attare att lasa
om man tar med det.)



Gausselimination
Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

Nu vill vi ha en l:a
forst i forsta raden.



Gausselimination

Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
x—2y+ z= 8

2 -3 41 20

)

Nu vill vi ha en 1l:a
forst i forsta raden.

Vi skulle kunna mul-
tiplicera forsta raden
med 1/3, men det blir
enklare rdkningar om
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je raden, eftersom den
redan har en 1:a forst.
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Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20

XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 -3 4
1 -2 1
1 -2 1
2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1

22
20

)

Nu vill vi ha O:or under
1:an i forsta raden.

Vi borjar skriva upp
nasta matris. Forsta-
raden dar dr densam-
ma som hir. Ovriga
element kommer vi att
fylla i efter hand.
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den fran den andra.
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Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 3 4
1 -2 1
1 -2 1
2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1
0 1 2
0 -2 -2
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Nu &r det dags att ord-
na en l:a i andra ra-
dens andra position.
Det ar det redan, s vi
behdver inte gora na-
got.



Gausselimination

Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 3 4
1 -2 1
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Nu ska vi ordna 0:or
under denna 1:a.
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Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8
2 -3
1 -2
1 -2
2 -3
3 -8
(1 -2
0 1
0 -2

1
4
1

22
20

Nu ska vi ordna 0O:or
under denna 1:a.

Vi borjar med att skri-
va upp matrisen.

De férsta tvad rader-
na ska in som de &r,
men vi ska fylla i en ny
tredjerad.
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For att f& bort —2 i
tredje raden kan vi ad-
dera 2 ganger andra
raden dit.
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Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
x—2y+ z= 8

3 -8
2 -3
1 -2
1 -2
2 -3
3 -8
(1 -2
0 1
0 -2

1
4
1
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Nu vill vi ha en 1l:a
i 3:e radens 3:e posi-
tion.

Det kan vi f& genom
att multiplicera raden
med 1/2.



Gausselimination

Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8
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(1 —2 1
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Nu har vi genomfort
sjdlva  "Gauss-delen”
av arbetet, och
overfort matrisen
till radreducerad
trappform.
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3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
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2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1
0 1 2
0 -2 -2

22
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(0]

2

Det finns nu tva olika

satt att fortsatta:
» Man skriver

tillbaka matrisen
till
ekvationssystem
» Man fortsatter
att arbeta med
matrisen.
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Ett enkelt exempel

- Vi fortsatter med ma-

3x—8y+ z=22 1 -2 1| 8 trisen, vilket 3r Gauss-

2x —3y +4z=20 0 1 2 4 Jordans metod.
Xx—2+ z= 8 o 0o 2| 6/(

3 —8 1| 22] (1 —2 1| 8]

2 -3 4] 20 j 0 1 2| 4

1 -2 1| 8] 0 0 3]

1 2 1| 8]

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- Nu ska vi se till att det

3x -8y + z=22 1 =2 1 8 blir 0:or ovanfér 1:an i

2x —3y +4z=20 0 1 2 4 nedersta raden.
Xx—2+ z= 8 o 0o 2| 6/(

3 —8 1| 22] (1 —2 1| 8]

2 -3 4] 20 ] 0 1 2| 4

1 -2 1| 8] 0 0 3]

1 2 1| 8]

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- Vi skriver upp en ny

3x—-8y+ z=22 1 -2 1] 8 matris att fylla i.
2x —3y +4z=20 0 1 2
Xx—2+ z= 8 o 0o 2| 6/(
3 -8 1] 22] 1 —2 1| 8]
2 -3 4|20 j 0 1 2| 4
1 -2 1| 8] 0 o 3
1 2 1| 8| ]
2 -3 4|20
3 -8 1| 22] 0o o 1| 3

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- For att bli av med 2:an

3x—8y+ z=22 1 -2 1| 8 i andra raden s3 kan
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 vi dra bort 2 ganger
x—2y+ z= 8 0o o0 2 6_@ tredje raden.
3 -8 1| 22 1 —2 1| 8]

2 -3 4 20:| 0 1 2 4

1 -2 1] 8] o o 3)

1 2 1| 8| |

2 -3 4| 20

3 -8 1] 22 0o o 1] 3

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- For att bli av med 2:an

x—8y+ z=22 1 -2 1/ 8 i andra raden s3 kan
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 vi dra bort 2 ganger
x—2y+ z= 8 0 0 2| 6 @ tredje raden.

_ i : i} Pedagogisk kommen-
3 -8 1] 22 1 -2 1 8 tar.

2 -3 4| 20 :| 0 1 2 4

1 -2 1| 8 0 o 3]

1 2 1| 8| T

2 -3 4| 20

3 -8 1] 22] 10 0 1 3]

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- For att bli av med 2:an

x—8y+ z=22 1 -2 1/ 8 i andra raden s& kan
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 vi dra bort 2 ganger
x—2y+ z= 8 0 0 2| 6 @ tredje raden.

_ i : i} Pedagogisk kommen-
3 -8 1| 22 1 -2 1 8 tar.

2 -3 4 20:| 0 1 2 4

1 -2 1| 8 0 o 3]

1 2 1| 8| T

2 -3 41 20 0 1 0| -2

3 -8 1] 22] 0 1| 3]

1 —2 1| 8]

0 1 2| 4 @

0 —2 —2| -2
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Ett enkelt exempel

- For att bli av med 1:an

3x—8y+ z=22 1 -2 1} 8 i forsta raden sa kan vi
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 dra bort tredje raden.
Xx—2+ z= 8 o 0o 2| 6/(

[3 —8 1] 22] 1 —2 1| 8]
2 -3 4 20] 0 1 2| 4
1 -2 1] 8] o o 1| 320
1 2 1| 8| T

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- For att bli av med 1:an

3x =8y + z=22 1 -2 1} 8 i forsta raden sa kan vi
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 dra bort tredje raden.
x—2y+ z= 8 0 0 2| 6 @ Pedagogisk kommen-

tar.

[3 —8 1] 22] 1 —2 1| 8]
2 -3 4 20} 0 1 2| 4
1 -2 1] 8] o o 1| 320
1 2 1| 8|1 2 o 5]

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

- Nu ska vi ordna 0:or

3x—-8y+ z=22 1 -2 1| 8 ovanfér 1:an i andra
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 raden.
Xx—2+ z= 8 o 0o 2| 6/(

[3 —8 1] 22] 1 —2 1| 8]
2 -3 4 20} 0 1 2| 4
1 -2 1] 8] o o 1| 320
1 2 1| 8|91 2 ol 5]

o o
|
N =
|
NN
|
N A
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Ett enkelt exempel

3x—-8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 3 4
1 -2 1
1 -2 1
2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1
0 1 2
0 -2 -2

22
20 ]
8

813

L@

Nu ska vi ordna 0O:or
ovanfor 1l:an i andra
raden.

Vi ritar upp matrisen.

S,
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Ett enkelt exempel

- For att f& bort —2 i

3x =8y + z=22 1 -2 1} 8 forsta raden kan vi dra
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 bort 2 ganger andra
X—2+ z= 8 0 0 2| 6] raden

[3 —8 1] 22] 1 —2 1| 8]
2 -3 4 20} 0 1 2| 4
1 -2 1] 8] o o 1| 320
1 2 1| 8] I91 2 o 5'@

o o
|
N =
|
NN
|
N A
o o
—_
= o
|
w N



Gausselimination

Ett enkelt exempel

- For att f& bort —2 i

3x =8y + z=22 1 -2 1} 8 forsta raden kan vi dra
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 bort 2 ganger andra
X—2+ z= 8 0 0 2| 6] raden
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Gausselimination

Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 3 4
1 -2 1
1 -2 1
2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1
0 1 2
0 -2 -2
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20 ]
8
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Gausselimination

Ett enkelt exempel

3x—=8y+ z=22
2x —3y +4z=20
XxX—2y+ z= 8

3 -8 1
2 3 4
1 -2 1
1 -2 1
2 -3 4
3 -8 1
(1 —2 1
0 1 2
0 -2 -2

22
20 ]
8

813
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Vi ar klaral
Det vi har har motsva-
rar ekvationssystemet

x= 1
=2
z= 3

®



Gausselimination

Ett enkelt exempel

_ - Vi dr klaral
3x—8y+ z=22 1 -2 1| 8 Det vi har hir motsva-
2x —3y +4z=20 0 1 2 4 rar ekvationssystemet

5 2y + z—_8 :0 0o 2 6:@ o
3 -8 1| 22 1 -2 1 8 y=-2
2> -3 4|20 ] 0 1 2| 4 - 3
1 2 1| 8 o o 1| 320

- . - 1 De har sma "sidokom-
1 -2 11 8 ee 1 =2 05 @ mentarerna’  som vi

gjort i utrdkningen ar
3 -8 1] 22 6 o0 1| 3 ingen officiell del av
_ - _ - det hela, men ett latt-
skrivet protokoll Sver
vad som gjorts.
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Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

Vi vill [6sa detta ekva-
tionssystem.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38
1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

Vi skriver upp matri-
sen.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38
1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

Vi vill ha en 1:a i dvre
vanstra hornet. Det ar
klart.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38
1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

Nu vill vi ha 0:or under
1:an.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

1 3 2 6

Vi boérjar med den nya
matrisen.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

(1 3 2 6_@
2 -6 -1| 3
3 9 4| 8

1 3 2 6

For att f& bort —2 i
andra raden adderar vi
2 ganger forsta.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

For att f& bort —2 i
andra raden adderar vi
2 ganger forsta.

1 3 2 6
2 -6 -1 3
| 3 9 4 8
1 3 2 6
0 0 3| 15




Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

For att f3 bort 3 i
tredje raden adderar vi
—3 génger forsta.

1 3 2 6]
2 6 -1 3
| 3 9 4 8
1 3 2 6
0 0 3| 15




Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

For att f3 bort 3 i
tredje raden adderar vi
—3 génger forsta.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

Nu skulle vi vilja ha en
1:a som andra element
i andra raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

Tyvarr dr detta omdj-
ligt att &stadkommal



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

Alla rader utom den
Oversta har 0:or dar,
och det finns inget
som man kan multi-
plicera med som om-
vandlar en 0:a till en
1:a.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

Och om vi anvander
Oversta raden s& kom-
mer vi att forstéra de
0:or som vi nyss gjort.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

Vi far ge upp.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

Istallet forsoker vi &
nasta element till 1.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1 3
-2 -6
3 9
1 3
0 0
0 0

2
-1
4

®

Det kan vi astadkom-
ma genom att multi-
plicera med 1/3.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Det kan vi astadkom-
ma genom att multi-
plicera med 1/3.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Nu ska vi ha 0:or un-
der 1:an som vi gjorde.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

xX+3y+2z=06

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Vi behdver en ny ma-
tris.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

1
-2
3

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

3
—6
9

2
-1
4

®

For att fa bort —2 i
tredje raden adderar vi
2 ganger andra raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

1
-2
3

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

3
—6
9

2
-1
4

®

o O =

O O W

[l i\ S

For att fa bort —2 i
tredje raden adderar vi
2 ganger andra raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

1
-2
3

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

3
—6
9

2
-1
4

®

o O =

o O W

o = N

o1

Vad betyder den tred-
jerad vi nu har?



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

1
-2
3

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

3
—6
9

2
-1
4

®

o O =

O O W

o = N

Den sager att Ox +
O0y+0z = 0. Det ar ju
sant for alla varden p3
x, y och z, s3 det si-
ger ingenting om vad
svaret ska vara.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Vi kan lika girna ta
bort den raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Nu ska vi ordna 0:or
ovanfor 1:an i sista ra-
den.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Ny matris:



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Vi adderar —2 génger
5 nedersta raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3

3x+9y +4z=38

1

-2

3

3
—6
9

2
-1
4

®

Vi adderar —2 génger
5 nedersta raden.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

Nu ar vi klara; battre
an sd har blir det inte.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6
—2x—6y— z=3

3x+9y +4z=38

1

-2

3

3
—6
9

2
-1
4

®

132 6 Matrisen ~ motsvarar
00 5 det hadr ekvationssy-
0 0 0 0 stemet.
1 3 6
0 0 5 é
1 3 0|4
0 01 5
x+3y=-4
z= 5



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=6

—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38

1
-2
3

3
—6
9

2
-1
4

®

1 3 2 6
0 01
0 00 0

x+3y=-4

z= 5
x=—4—-3y
= 5

Det kan skrivas om s3
har. Det fanns inte till-
rackligt med informa-
tion i ekvationssyste-
met for att vi skulle
kunna bestdmma alla
de obekanta.



Gausselimination

Ett exempel med komplikationer

x+3y+2z=06
—2x—6y— z=3
3x+9y +4z=38
1 3 2 6
-2 -6 -1 3
3 9 4 8

®

1 3 2 6
0 01
0 00 0

Vanligen skriver man
svaret s3 har:

x =—4—3t
y= t
z= 5

(Det finns situationer
dar den har formen ar
mycket anviandbarare
an den forra, fast de
betyder samma sak.)



Gausselimination

Bildspelet &dr slut. Om du har ndgra synpunkter pa det s var snill och
maila dem till

Hillevi.Gavel@mdh. se

s& ska jag se om jag kan bearbeta det s3 att det blir battre.



