Kvadratkomplettering

Steg-for-steg-demonstration

Hillevi Gavel

Institutionen fér matematik och fysik (IMa)
Malardalens hégskola (MDH)

3 april 2006



Instruktioner

Det har bildspelet visar hur man genomfér en kvadratkomplettering steg
for steg. For att se nasta bild i spelet s3 klickar du p& "nasta sida” i din
ldsare, precis som man gbr d& man l3ser en vanlig text. Vill du titta p3
foregdende bild igen s& backar du p& vanligt satt.

Spelet inleds med en sammanfattning av bakgrunden till berdkningen.
Sedan kommer ett detaljerat exempel, foljt av ett mer skissartat.
Slutligen omn3dmns négra av férdelarna med den kompletterade formen.



Bakgrund

De flesta uttryck kan skrivas pa flera olika satt. Vilket sitt som ar "bast”
beror p& vad man for dgonblicket h3ller pd med (eller pd hur mycket
plats man har att skriva det pa!).
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Bakgrund

De flesta uttryck kan skrivas pa flera olika satt. Vilket sitt som ar "bast”
beror p& vad man for dgonblicket h3ller pd med (eller pd hur mycket
plats man har att skriva det pa!).

Kvadratkomplettering 3r en teknik for att skriva om andragradsuttryck
till en form som i vissa sammanhang ar mer anvindbar dn den utvecklade
formen ax? + bx + c.

Den form som man vill ha ska inneh3lla en jamn kvadrat; man ar ute
efter nagot i stil med d(x + €)? + f. Vi ska aterkomma med nagra av
podngerna med denna form efter det att vi gdtt igenom hur man tar fram
den.



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
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Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:
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Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
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Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
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kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:
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Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi forst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?
Ja, forst och framst har vi den dar 2:an p& andragradstermen. Den passar
inte in i mallen ovan. Hur kan vi bli av med 2:an?

Vi kan bryta ut den, och sedan koncentrera oss p& det vi har innanfér
parentesen.

2x% 4 12x + 10 = 2(x® + 6x + 5)
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Hur man gor
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Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:
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Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

Nu tittar vi p& mallen igen.
Efter x? ska det vara + 2px, 2 gdnger nigot ganger x.
S4 ser inte det vi har ut, vi har + 6x. Vad ska vi f& en 2:a ifrdn?

2x% 4 12x + 10 = 2(x® + 6x + 5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?
Nu tittar vi p& mallen igen.
Efter x? ska det vara + 2px, 2 gdnger nigot ganger x.

Sa ser inte det vi har ut, vi har + 6x. Vad ska vi fa en 2:a ifr&n?
Vi kan bryta ut en 2:a ur 6:an.

2x% 4 12x + 10 = 2(x* + 6x +5) = 2(x* + 2 - 3x + 5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

Vad ska man enligt mallen ha sedan?

2x% 4 12x + 10 = 2(x* + 6x +5) = 2(x* + 2-3x + 5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

+ p?, dir p ir det dir talet som vi har 2 av i termen innan.

2x% 4 12x + 10 = 2(x* + 6x +5) = 2(x* + 2 - 3x + 5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

+ p?, dir p ir det dir talet som vi har 2 av i termen innan.
Det skulle i vart fall motsvaras av 32 = 9. Det har vi inte.

2x% 4 12x + 10 = 2(x* + 6x +5) = 2(x* + 2 - 3x + 5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

+ p?, dir p ir det dir talet som vi har 2 av i termen innan.

Det skulle i vart fall motsvaras av 32 = 9. Det har vi inte. Men inget
hindrar oss fran att skriva dit det, om vi kompenserar for dtgarden genom
att dessutom ta bort det!
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Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

+ p?, dir p ir det dir talet som vi har 2 av i termen innan.

Det skulle i vart fall motsvaras av 32 = 9. Det har vi inte. Men inget
hindrar oss fran att skriva dit det, om vi kompenserar for dtgarden genom
att dessutom ta bort det! (Det ar fran det hir steget, dar vi kompletterar
det vi har med det vi behdver, som metoden har fatt sitt namn.)

2x% 4 12x + 10 = 2(x®> + 6x +5) = 2(x* +2-3x +5) =
=2(x* +2-3x+9-9+5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

De tre forsta termerna innanfér parentesen bildar nu en jamn kvadrat.

2x% 4 12x + 10 = 2(x®> + 6x +5) = 2(x* +2-3x +5) =
=2(x* +2-3x+9-9+5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

De tre forsta termerna innanfér parentesen bildar nu en jamn kvadrat.

2x% 4 12x + 10 = 2(x®> + 6x +5) = 2(x* +2-3x +5) =
=2(x*+2-3x+9-9+5)=2((x+3)*>—9+5)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

Vi kan snygga upp lite

2x% 4 12x + 10 = 2(x®> + 6x +5) = 2(x* +2-3x +5) =
=2(x*+2-3x+9-9+5)=2((x+3)>—-9+5) =
=2((x+3)* —4)



Hur man gor

Vi 6nskar kvadratkomplettera uttrycket 2x? + 12x + 10.
Foér att vi ska kunna skriva om detta s att det inneh&ller en jamn
kvadrat bor vi férst tanka efter hur en jamn kvadrat ser ut:

(x + p)? = x* + 2px + p?

Nu kan vi kdnna oss klaral

2x% 4 12x + 10 = 2(x®> + 6x +5) = 2(x* +2-3x +5) =
=2(x*+2-3x+9-9+5)=2((x+3)>—-9+5) =
=2((x+3)*—4)=2(x+3)>-8



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x2 —3x+1



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+3)



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+3)
:3(x2—2-%x+%)



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
=3(x* -2 3Ix+13)
=302 -2 bt (B - (2 + 1)



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
=3(x* -2 3Ix+13)
=302 2 bt (B - (2 + 1)
“3(- 124 )



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
:3(x2—2-%x+%)
=302 2 bt (B - (2 + 1)
S5 1P -1+ )
=3((x-3 -5 +13)



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
:3(x2—2-%x+%)
=302 2 bt (B - (2 + 1)
“3(0- 371 43)
=3((x-3 -5 +13)
=3((x= 20+ 1)



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
=3(x* -2 3Ix+13)
=302 -2 bt (3P - (3P + 1)
S5 1P -1+ )
=3((x-3 -5 +13)
=3((x= 2+ 1)
:3(X*%)z+%



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
=3(x* -2 3Ix+13)
=302 -2 bt (3P - (3P + 1)
S5 1P -1+ )
“3((x- 1P -+ )
“3(0x- 1+ )
:3(X*%)z+%
SR



Ett till exempel

Det hadr exemplet kors utan kommentarer. Tank girna igenom hur nista
steg i berakningen bor se ut innan du trycker fram niasta bild.

3x* =3x+1=3(x* —x+ 3
=3(x* -2 3Ix+13)
=302 -2 bt (3P - (3P + 1)
S5 1P -1+ )
“3((x- 1P -+ )
“3(0x- 1+ )
:3(X*%)z+%
SR

Klart!
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» Den ar |4tt att faktorisera, om man tar konjugatregeln till hjalp:

2((x+3)*—4) =2((x+3)* - 2%
=2((x+3)+2)((x +3) —2) =2(x +5)(x + 1)
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2 + 37— 4) = 2((x-+ 3~ ) =
=2((x+3) +2)((x+3) —2) =2(x+5)(x +1)

» Man kan ocksd se om faktorisering ar omojlig:

3(x — ) +1 = Minst %
———

Kan inte bli negativ

Faktorerna i polynom motsvarar nollstéllen, och det har uttrycket
kan inte bli mindre dn %. Det saknar nollstallen och gér inte att

faktorisera (sdvida vi inte dvergdr till komplexa tal).
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Vad ska det har vara bra for?

| vilken situation dr den kvadratkompletterade formen att foredra?

» Den ar |4tt att faktorisera, om man tar konjugatregeln till hjalp:

2 + 37— 4) = 2((x-+ 3~ ) =
=2((x+3) +2)((x+3) —2) =2(x+5)(x +1)

» Man kan ocksd se om faktorisering ar omojlig:

3(x — ) +1 = Minst %
———

Kan inte bli negativ

Faktorerna i polynom motsvarar nollstéllen, och det har uttrycket

kan inte bli mindre dn %. Det saknar nollstallen och gér inte att

faktorisera (sdvida vi inte dvergdr till komplexa tal).

» Man kan utldsa storsta eller minsta varde, p& det satt vi gor under
foregdende punkt.

» Det anvinds vid I3sandet av vissa sorters integraler och transformer.



Slutord

Det finns manga fler situationer dar kvadratkompletterad form har
fordelar framfor den vanliga. Och givetvis finns det situationer dar den
vanliga ar att foredra (vid derivering &r ett exempel).

Om du har ngra synpunkter pé bildspelet s var snill och maila dem till
Hillevi.Gavel@mdh.se

s8 ska jag se om jag kan bearbeta det s3 att det blir battre.



