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Handbok for volontarer

Detta dokument vander sig till dig som vill bli volontar i Mattecentrum.

Om Mattecentirum

Mattecentrum ar en ideell ungdomsforening vars malsattning ar att hoja kunskapsnivan och
verka for likvardig kunskapsinhamtning i matematik. Foreningen grundades i Stockholm ar
2008 av Johan Wendt och har sedan dess spridit sig till flertalet stader runt om i landet.

Forutom verksamheten i Sverige har initiativ aven tagits i Danmark under namnet
Matematikcenter och i Norge under namnet Mattesenter.

Vision och vardegrund

Mattecentrum verkar for likvardig kunskapsinhdmtning i syfte att 6ka kunskapsnivan i och
stimulera intresset for matematik bland barn och ungdomar. Alla, oavsett socioekonomisk
bakgrund, skola eller kunskapsniva, ska ges samma mojlighet att lara sig matematik.

Utover att vara gratis och dppet for alla genomsyrar foljande ledord verksamheten:

Engagemang: Mattecentrum starker engagemanget for matematik bland elever,
volontarer, samarbetspartners och samhalle.

Trygghet: Hos Mattecentrum ar du, oavsett vem du ar, trygg att be om hjalp utan att
beddmas eller varderas.

Tillganglighet: Mattecentrum tillgangliggor kunskapsutbyten i matematik, oberoende av
tid, plats och person.

S& bli E.T.T. med Mattecentrum!


http://Matematikcenter.dk
http://Mattesenter.no

Verksamhetsomraden

Mattecentrum ger gratis mattestod pa foljande sétt:

Raknestugor

Mattecentrum arrangerar over hundra raknestugor varje vecka i skolor och bibliotek over
hela landet. Raknestugorna vander sig till alla som vill 1ara sig mer om matematik upp till
gymnasieniva. Besokarna till raknestugorna behover inte foranmala sig. De har med sig eget
material och frdgor som sedan besvaras av dig och de andra volontdrerna pa plats.

Som volontar i raknestugan bidrar du inte enbart med svar och tankesatt kring matematik,
utan aven med att skapa en 0ppen miljo dar elever kdnner sig trygga att stalla fragor.
Volontarer ar forebilder som kan visa pé att matematik ar mer an bara slentrianmassigt
raknande i en mattebok.

Matteboken.se

Matteboken.se ar ett pluggverktyg som samlar all matematik som lars ut fran arskurs

31 grundskolan till matematik b pd gymnasiet. Har finns bland annat teoriavsnitt,
videolektioner, ovningsuppgifter till varje matematikkurs, samt losningar till nationella prov
och hdgskoleprov. Grundskoledelen av Matteboken ar oversatt till arabiska och lanseras
hosten 2016.

Som volontar kan du alltid anvanda dig av Matteboken.se for att frascha upp minnet eller
som stod nar du ar aktiv i verksamheten. Tipsa garna eleverna om Matteboken.se! Utover
ovan namnda delar finns aven en filk som heter Pluggknep for tips om studieteknik for elever.

Matteboken.se ar standigt under utveckling. Dina synpunkter och utvecklingsforslag ar
valkomna och uppskattas. Du skickar dessa till feedback@matteboken.se.

Mathplanet.com &r en engelsksprakig motsvarighet till Matteboken.se, anpassad efter det
amerikanska skolsystemet.

Pluggakuten.se

Pluggakuten.se ar Sveriges storsta laxhjalpsforum, dar frgor som 16r alla skolamnen

kan stallas. Har kan bland annat elever fa hjalp med laxor, studieteknik och tips pa hur
studiemotivationen kan hallas uppe. Som volontar dr du valkommen att skapa ett eget konto
och svara pa andras tradar och inldgg, eller skapa egna.

Formelsamlingen.se

Formelsamlingen.se ar ett pluggverktyg som samlar alla formler i &mnena matematik,
fysik och kemi som behovs i grundskolan och gymnasiet. Har finns dven formelhaftena som
ges ut till de nationella proven. Anvand dig garna av Formelsamlingen som stod nar du ar
aktiv i verksamheten.


http://matteboken.se
http://Matteboken.se
http://Matteboken.se
http://Matteboken.se
http://Matteboken.se
mailto:feedback%40matteboken.se?subject=
http://mathplanet.com
http://pluggakuten.se
http://Pluggakuten.se
http://formelsamlingen.se
http://www.Formelsamlingen.se

Mattecentrum Online

Mattecentrum Online ar en raknestuga pa webben och vander sig till alla som vill lara sig
mer om matematik upp till gymnasieniva. Verktyget tillgdngliggor raknestugekonceptet
bortom geografiska granser. De som besoker sajten har sitt egna material och fragor som de
staller till volontarer som ar online. Verktyget betatestas under hosten 2016.

Finansiering

Mattecentrum ar en insamlingsorganisation. Vi ar berattigade ett 90-konto vilket innebar att
vi star under Svensk insamlingskontrolls granskning och att minst 75 procent av vara medel
maste ga direkt till &Andamalet.

Stiftelser och fonder ger oss medel till olika typer av projekt och ibland aven till ordinarie
verksamhet. Vi har ocksd sponsorer, ofta ingenjorsintensiva foretag, som genom o0ss
investerar i sin framtida kompetensforsorjning samtidigt som de tar ett socialt ansvar.

Myndigheter sasom Myndigheten for ungdoms- och civilsamhallesfragor och Skolverket ger
arligen anslag till verksamheten. Hur stort stod som Mattecentrum far frdin Myndigheten for
ungdoms- och civilsamhallesfragor varje ar beror pa antalet medlemmar i foreningen. Det ar
darfor bra om s& ménga elever som moajligt som tar del av hjalpen ocksé blir medlemmar, sa

att Mattecentrum kan erbjuda Sveriges elever annu mer hjalp i framtiden.

Som volontar far du garna beréatta for eleverna du moter om méjligheten att bli medlem i
Mattecentrum. Medlemskapet ar gratis och innebar inga ataganden fran elevens sida. Som
medlem i Mattecentrum har man rostratt i arsmotena for respektive lokalférening samt

for riksorganisationen. P4 Mattecentrum.se finns ett formulér att fylla i for att teckna
medlemskap. Medlemskapet géller kalenderaret ut.

Volontarens roll och uppdrag

Du som volontar ar en av Mattecentrums viktigaste tillgdngar. Den huvudsakliga rollen som
volontar &r pé plats i en raknestuga.

Det finns maojlighet att engagera sig pa annat sétt, till exempel genom att informera elever
om verksamheten, medlemsvarva, ha fortroendeuppdrag i lokalforeningen eller skota
administrativa uppgifter. Later det intressant ar du hjartligt valkommen att kontakta din
projektledare/samordnare f6r mer information.

Kunskapskrav

Som volontar forvantas du kunna hjalpa till med all hogstadie- och gymnasiematematik. I
vissa fall ar det mojligt att gora undantag fran detta om det finns andra volontarer pa plats
som kan tacka upp.

I slutet av denna handbok finner du en snabbkurs i matematik 5, vilket ar den sista
matematikkursen som ges pa gymnasiet. Kanner du dig osaker pad om du har koll pa


http://Mattecentrum.se

kursinnehallet, ta en titt dar! For att frascha upp minnet i skolans 6vriga matematikkurser,
klicka in pa Matteboken.se.

Tid
Réknestugorna foljer skolterminen och pagar anda till dess att det sista nationella provet ar
skrivet. Vanligtvis dr en rdknestuga tva timmar l&ng och pagar en vardag efter skoltid. Under

skollov och r6da dagar haller raknestugorna normalt sett stangt, men lokala avvikelser kan
forekomma.

Vi ser helst att du som volontér vill vara med pd en raknestuga varje vecka men pé vissa
orter finns det mojlighet till ett flexiblare schema. Ibland gar det aven bra att endast vara
Teserv.

Vid forhinder

Alla har ett livspussel att 1dgga och ibland kommer du inte hinna till raknestugan. Det

ar séklart okej. Det enda Mattecentrum begér ar att du i sa god tid som mojligt hor av

dig till din projektledare/samordnare, om du vet att du inte kan hjélpa till en viss dag. Da
hinner projektledaren/samordnaren fa tag pa en reserv eller flytta runt volontarer sa att alla
raknestugor ér tillrackligt bemannade.

Forsakring

Som volontar ar du forsdkrad nar du ar ute i verksamheten. Alla volontarer har en
olyckstallsforsakring via Folksam som galler nar du som volontar vistas i verksamhetens
lokaler.

Infor volontarintervjun

Infor volontarintervijun ska du fylla i och skicka in blanketten Begaran om utdrag fran
belastningsregistret till Polisen, ett krav som vi har dé vi arbetar med barn och ungdomar.
Det registerutdrag som du far hem i brevladan tar du med dig till intervjun och visar for
projektledaren/samordnaren. Blanketten finner du pa sidan 8.

Under volontarinterviun kommer du ockséa att underteckna dokumentet Regler och
forhallningssatt - volontarhos Mattecentrum. Dokumentet innehaller de regler som géller
ute i verksamheten. Detta gor vi for att sakerstalla att du ar insatt i vad som kravs av dig i
uppdraget som volontar. Dokumentet finner du pa sidan 7.

Ute 1 verksamheten

For Mattecentrum ar det lika viktigt att elevernas intresse for matematiken vacks som att
deras kunskap 6kar. Positiv energi smittar, sa passa pé att vara glad i motet med eleverna.
Ha kul!


http://Matteboken.se

Generella tips

Till Mattecentrum kommer alla sorters elever: de som kdmpar f0r ett godkant betyg, de som
behover mer utmaningar an vad skolan kan erbjuda och alla daremellan. Som volontéar ska
du forsoka ge den stora bilden och fa eleven att f6rsta, bli en battre problemldsare och vaxa
som individ. Du ska daremot inte gora elevens mattelaxor.

Det forekommer inga organiserade genomgangar utan all hjalp ar pa individuell basis,
anpassad till de uppgifter och den niva som varje enskild elev befinner sig pa. Forsok att

fa eleven att klara uppgiften sjalv genom vagledning, forst da vaxer eleven! Ett bra sétt att
forsakra dig om att du inte rdkar "ta Over” uppgiften fran eleven ér att alltid 1ata eleven halla
i pennan och sjalv rita och skriva, samtidigt som ni for en dialog kring uppgiften.

I och med att eleverna som vi hjalper ar sa pass olika kan de behova olika djupa foérklaringar,
sa forsok att anpassa nivan efter eleven. En bra forsta fraga att stalla kan vara "Hur langt har
du kommit sjalv?” eller "Hur har du 10st tidigare uppgifter?”. Ofta kan eleven 10sa uppgiften

bara genom att tvingas forklara den hogt.

Precis som eleverna ar ni volontarer individer med olika bakgrunder och erfarenheter och
hjalper darfor till pa era egna séatt. Detta ar en styrka eftersom det ger eleven mojlighet att fa
samma problem forklarat fOr sig péa olika vis vid samma tillfalle.

Forsok att alltid vara tdlmodig och peppande. Vissa elever kan bli frustrerade och vilja ge
upp om det ar nagot tal som de inte klarar av. Tank pa att de faktiskt har haft tillracklig
motivation for att ta sig till taknestugan. Forsok att hitta den motivationen hos dem igen
och uppmuntra dem att inte ge upp. Att ndgon har tdlamod och tror pa en trots att det tar
tid att forstd starker matte-sjalviortroendet!

Undvik att lagga nagon vardering i dina forklaringar nar eleven kor fast. Inte sallan
missuppfattas skamt och eleven kanner sig dumforklarad aven om det inte var meningen.

Rita! Det finns nastan ingenting som fungerar sé bra for s& ménga som en bra figur. Att rita
upp matematiska problem ger eleven mojlighet till visuell forstaelse, samtidigt som det ger
dig som volontar stod i din forklaring.

Ar du i en raknestuga, var da inte radd for att ta hjalp av andra volontérer om du kor fast
sjalv. Det blir effektivare om man hjalps at och fler elever blir hjalpta, vilket ar det viktigaste.
Ta garna hjalp av Matteboken.se i raknestugan.

Under en del prov far eleverna inte anvanda sig av minirdknare eller grafritande raknare.
Uppmana darfor eleverna till att stalla upp utrakningarna eller anvanda huvudrakning sa
langt som mojligt. Manga elever tar av lattja hjalp av miniraknare dven till de enklaste av
operationer och behdver den extra dvningen i att rakna utan hjalpmedel.

Vaga ta saker steg for steg. For hela tiden en dialog med eleven sé att du ar séker pa att
det du sager gar in. Det ar ingen vits med en lang forklaring i vilken eleven tappar bort sig
i borjan. Det kan istallet f& motsatt effekt och sénka elevens matte-sjalviortroende. Om du
ar osaker pa om eleven har forstatt din forklaring pa slutet, be da garna eleven att forklara
problemet och 16sningen for dig med sina egna ord. D& vet du sakert om eleven har hangt
med i resonemanget och eleven far da aven trana pa sitt matematiska sprak.


http://Matteboken.se

Se elevernas mattebdcker som en resurs. Blir du osaker pa en formel eller regel stér
den oftast i en faktaruta nagonstans nara uppgiften. Om du ar bekvam med elevernas
kursmaterial minskar ocksé risken att du slanger dig med matematiska begrepp som
eleverna annu inte har hunnit lara sig. Sitter du pa Mattecentrum Online kan du alltid
anvanda dig av Matteboken.se.

Tank pa hur du star i forhallande till eleven i raknestugan. Satt dig gdrna péa en stol bredvid
eleven, alternativt pa huk, sé att ni kommer pa samma hojdniva. Detta istallet for att

hédnga Over elevens axel, ndgot som manga kan tycka kanns obekvamt. Nar en elev och
volontar ar pd samma hojdniva blir det ofta lattare att i lugn och ro fora en dialog kring den
matematikuppgift som eleven vill ha hjalp med. Star du upp kan det av vissa uppfattas som
om du redan ar pa vag bort i tanken snarare &n du ar redo att talmodigt forklara.

Lankar

Har kommer négra lankar som ar mer eller mindre nyttiga.

Mattecentrum.se
Har hittar du bland annat alla mattecentrums raknestugor i hela Sverige.
Mattecentrum.se

Matteboken.se
Glom inte tipsa om Matteboken.se i raknestugan.
Matteboken.se

Pluggakuten.se

Har hittar du Sveriges storsta laxhjalpsforum, dér elever fran hela landet kan stalla frdgor om
matematik och andra skolamnen.

Pluggakuten.se

Formelsamlingen.se

Har hittar du formler inom matematik, kemi och fysik. Mattecentrums formelsamling finns
bade pa webben och som app.

Formelsamlingen.se

Kursplaner
For den nyfikne finns aven kursplanerna till alla gymnasiekurser i matematik har:
bit.ly/1voy8Gr

Registerutdrag
Har hittar du blanketten for att fa ett utdrag fran polisens belastningsregister.
bit.ly/1FrP3wD



http://Matteboken.se
http://mattecentrum.se
http://www.mattecentrum.se
http://www.matteboken.se/
http://matteboken.se
http://Pluggakuten.se
http://pluggakuten.se
http://formelsamlingen.se
http://formelsamlingen.se
http://www.skolverket.se/laroplaner-amnen-och-kurser/gymnasieutbildning/gymnasieskola/sok-amnen-kurser-och-program/search.htm?alphaSearchString=&searchType=FREETEXT&searchRange=COURSE&subjectCategory=&searchString=matematik
http://bit.ly/1voy8Gr
http://polisen.se/Global/www och Intrapolis/Blanketter/Registerutdrag/Enkla blanketter i Acrobat 4.0/RPS_442_5_1401_Utdrag_ur_BR-Forskola_Skola_Skolbarnomsorg_Skriv_ut_och-fyl_ i.pdf
http://bit.ly/1FrP3wD

Regler och forhallningssétt
— volontar 1 Mattecentrum

Motet mellan eleven och volontaren ar avslappnat och informellt, men som volontér far du inte
gléomma din roll som férebild. Elever, larare, rektorer och volontarkollegor forvantar sig att du
ska bete dig foredomligt, ansvarsfullt och vara péa plats om du inte har meddelat projektledaren/
samordnaren annat. Reglerna finns for att alla ska kdnna sig trygga och for att halla hog kvalité i
raknestugorna.

Som volontar forbinder jag mig till att:
= Aldrig flirta med en elev eller pa annat satt upptrada oldmpligt.
= Aldrig ta emot pengar eller gévor fran elev eller foralder.

= Aldrig ge ut mitt eget, be om eller ta emot en elevs telefonnummer — elever som onskar mer
hjalp hanvisas istallet till andra raknestugor, Matteboken.se och Pluggakuten.se.

= Aldrig konsumera tobak, alkohol eller droger i samband med Mattecentrums raknestugor
(snus ar ok om det anvands diskret).

= Vid ndgot misstankt/olampligt i samband med Mattecentrums raknestugor, meddela din
projektledare/samordnare sa att dtgdrder kan vidtas.

= Behandla alla elever likvardigt, oavsett kon, bakgrund, kunskapsniva eller alder.

Vid misstanke om att rékneuppgiften ar betygsgrundande far du som volontar inte hjélpa
eleven med en 10sning till denna uppgift — var noggrann med att ge generella 10sningar i stallet
for ledande forklaringar. Har du maojlighet att hitta uppgifter med liknande moment gér detta
naturligtvis bra.

Tank dven pé att eleven ska kénna sig trygg i att stélla vilka frdgor som helst som r6r matematik
— 14t darfor sddan information stanna i raknestugan.

Jag har 1ast igenom ovanstéende regler och intygar harmed att jag kommer att folja dem i alla
sammanhang dé jag ar volontar for eller representerar Mattecentrum.

ORT OCH DATUM


http://Matteboken.se
http://Pluggakuten.se
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INLEDNING: VAD AR DISKRET MATEMATIK?

Detta héafte ar avsett for Mattecentrums volontdrer som last de tidigare gymnasiekurserna (A-E) men inte
kursen Matematik Diskret eller nagon kurser i algebra, talteori, grafteori och kombinatorik pa hogskoleniva.
Texten ar avedd som en handig inledning till dessa koncept med tips till vidare lasning, men kan sjalvklart inte
ses som ekvivalent med en ordentlig utbildning i dessa @mnen.

Texten ar skriven i bérjan av sommaren 2013, innan nagra kursbocker i Matematik 5 kommit ut. Darfor &r den
enda basen till innehallet de kursmal som publicerats fran Skolverket. Matematik 5 innehaller dven delmoment
inom differentialekvationer, men da dessa tidigare var del av E-kursen tdcks de inte har.

Det skrattas nog mer at diskret matematik dn andra matematiska grenar eftersom det sa latt kan kallas
"hemlig” eller "tystlaten” matematik. | engelskan finns det tva olika ord: discreet och discrete. Det ar det
forsta ordet som de flesta tdnker pa, men i sjdlva verket heter omradet pa engelska discrete mathematics,
den andra betydelsen. Wiktionary (http://en.wiktionary.org/wiki/discrete) listar féljande definition:

Separate; distinct; individual; Non-continuous.

Pa ett satt kan vi uttrycka skillnaden som: De saker som kan réiknas dr diskreta och de som madste
mdtas dr kontinuerliga. Kurserna matematik 1-4 handlar mycket om kontinuerliga ting: reella tal,
funktioner, derivator och sa vidare.

Har kommer vi istdllet traffa pa upprakneliga antal sdsom korten i en kortlek, se hur de kan blandas eller
kombineras i olika monster, vilken som ar basta vagen mellan tva stader, och sa vidare. Problem i diskret
matematik dr ofta latta att forsta men kan dnda vara mycket svara att l6sa. | och med att datorn raknar i
diskreta steg och anvidndandet av datorer har exploderat under de senaste aren har behovet av diskret
matematik 6kat i minst lika hog takt.

Varje avsnitt inleds med det kursmal som behandlas och innehaller stundtals tips pa vidare ldsning. Lycka till!


http://en.wiktionary.org/wiki/discrete
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MANGDER

Begreppet mdngd, operationer pd médngder, médngdIéirans notationer och
venndiagram.

Mangdteori (eller “mangdlara”) ar den fundamentala byggstenen i matematik idag och tillhér darfér det mest
grundlaggande som matematiken har att erbjuda.

DEFINITIONER

En médngd ar en samling objekt precis som hur ett fotbollslag ar en mangd av fotbollsspelare, och bjorken ar
ett objekt i mangden av alla tradsorter. Ett objekt i en mangd kallas oftast for ett element.

Mangderna kallar vi oftast for ndgon stor bokstav (A, B eller ofta S). Vi definierar innehallet i en mangd pa tre
olika satt:

1. |text:
A dr mangden av alla positiva heltal.

2. Som en upprakning:
A =1{1,23,...}

3. Med méngdbyggaren:
A={x|x =1ochxar heltal}
Detta utldses: ”A dar mangden av alla x dar x ar storre an eller lika med ett och x ar ett heltal”.

Mangdbyggaren skrivs ibland med kolon eller semikolon istéllet for ett vertikalt streck.

A ér en delméngd av B om alla element i A ocksa finns i B. Vi skriver A € B. En akta delméangd har ocksa
villkoret att A # B, det vill sdga att det finns fler element i B @n i A. Detta skrivs som A c B.

Om ett element x ingar i mangden A skriver vi x € A.
Viktiga mangder i matematiken, som darfor fatt speciella symboler, ar:

={0,1,2,3, ...} = de naturliga talen
={..,-3,—2,—-1,0,1,2,3, ...} = alla heltal

Vi kan dven skriva:
o ¢={ }=dentommamingden
Vi kan ocksa skriva méangderna av rationella tal och komplexa tal som:

Q= {% |la,b € Z och b + 0} ="alla brak a/b dar a och b ar heltal och b inte &r lika med noll.”
C={a+bi|a b € R}="allatal a+bididraoch b arreella tal.”
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Vart forsta exempel pa mangd ovan kan vi alltsa ocksa skriva som
A={x|x=1ochx€Z}
Den tomma mangden ar delméangd till alla tdnkbara méngder. For de andra mangderna galler:
NcZcQcRcC

Vi kan se det som att alla naturliga tal ar heltal, alla heltal ar rationella tal, alla rationella tal ar reella tal och att
alla reella tal ocksd ar komplexa tal. De &r alla dkta delmangder eftersom varje stérre mangd innehaller nagot
som inte finns i den mindre mangden.

Antalet element i en mangd A skrivs |A| och kallas kardinaliteten av A eller ordningen av A.

Exempel: Om A = miangden av Sveriges innevanare sa ar |A| = 9 000 000.

Precis som de fyra rdknesatten for tal (addition, subtraktion, multiplikation, division) finns det fyra operatorer
for mangder: snitt, union, differens och komplement. Tank dig tva méngder A och B:

e  Snitt skrivs med symbolen N och resultatet &r en ny mangd som innehaller allt som aterfinns i bade A
och B.
AnB={x|x€Aochx € B}

e Union skrivs med symbolen U och resultatet ar en ny mangd som innehaller allt som aterfinns
antingen i A eller B eller bada.
AUB ={x|x € Aeller x € B}

o Differens skrivs med symbolen \ och resultatet dr en ny mdngd som innehaller allt som aterfinns i
den forsta mangden men inte i den andra.
A\B ={x|x € Aochx ¢ B}
Minustecken (—) anvédnds ibland istallet for \ for att beteckna differens.

e Ett komplement till en mangd A ar en ny mangd som innehaller allt som inte finns i A.
A ={x|x¢A}
Nu ar det forstas viktigt att forsta vad som menas med ”inte finns”.

En mangd kan alltid sdgas ligga i en storre grundmdngd eller “universum”. Nar vi talar om mangden av alla
manniskor i Sverige sa dr komplementet formodligen alla manniskor som inte bor i Sverige. Tank att mangden
av alla manniskor i Sverige ligger i den storre grundmangden ”alla manniskor”. Det ar sant att bade talet 83 och
”blabarssmak” inte ligger i mangden av alla manniskor i Sverige, men dem &r vi (férmodligen) inte intresserade
av under utrakningen.

Grundmangden ar oftast underférstadd fran sammanhanget, eller uttryckligen angiven.
VENNDIAGRAM
Mangder illustreras med Venndiagram.

S={x]1<x<9x€eN}

A={x|x <5x€S}
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B ={x|x >5x €S}
Dessa mangder laser du ut sdhar:

S ar mangden av alla x mellan 1 och 9 som ar naturliga tal. A ar mangden av alla x som dr mindre an 5 och som
finns i S. Alltsa: A bestar av alla element (tal) i S som ar mindre dn 5. P4 samma sétt innehaller B alla element i
S som ar stdrre an 5.

Mangderna illustreras med féljande Venndiagram.

Observera att eftersom alla element i A ocksa finns i S betyder det att A € S. Pa samma satt géller att B C S.
Komplementet till A, allt som inte liggeri A, ar:

A¢ ={5}UB =1{5,6,7,8,9}
Med "allt”menas i detta fall allt som finns i grundmangden S, inte “alla heltal”.

Se till att du forstar innehallet i varje mangd bade utifran definitionerna och diagrammet innan du gar vidare.

Vi tar ett till exempel:

Ur detta Venndiagram kan vi utlasa foljande mangder:
S=AUBU{q}
(S bestar av allt som finns i 4, allt som finns i B, samt elementet q.)
B ={k,l,m,n,o,p}

A= {km}
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Vi ser ocksa att A &r en (akta) delmangd till B, det vill siga A c B.
Eftersom A &r en dkta delméangd till B, A c B, kan vi ocksa skriva mdngden S som:
S=BU{q}

Allt som finns i S finns antingen i B, eller s ar det elementet gq.

PROBLEM INOM MANGDTEORIN

Mangder far inte definieras hur som helst, dd kan man na resultat i stil med Russells paradox:
S={X|X ¢ X}

Mangden S bestar av alla mangder som inte tillhor sig sjalva. Vad ar problemet med detta?

Varje mangd X tillhér nagon av de tva kategorierna

1. Mangden tillhor sig sjdlv: X = {..., X, ...}
2. Mangden tillhor inte sig sjalv: X = {...}

Vad giller for mangden S? Anta att den tillhor kategori 1. Det betyder att S € S. Men S bestar precis av alla
mangder som inte tillhor sig sjalva: S & S. Detta ar en logisk motsagelse och forbjuden.

Men att anta att S tillhor kategori 2 leder till samma sorts motsagelse: att S bade tillhor sig sjalv och inte tillhor
sig sjalv. Sa kan vi inte ha det! S &r alltsa ingen mangd. Problemet ar dven kdnt som barberarparadoxen: | en
stad bor en barberare som klipper haret pa alla som inte klipper haret pa sig sjdlva. Vem klipper da haret pa
barberaren?

Ett annat, kanske det enklaste, exemplet pa en paradox dr meningen: “Denna mening ar falsk”. Om du
accepterar att meningen ar falsk, da ar den ju sann. Men om du accepterar att det som star dar ar sant, ja da ar
det falskt.

Kontentan &r att kraven pa vad som ar en mangd (och kan behandlas som sadan, med mangdoperationerna
union, snitt, differens och komplement) ar valdigt rigor6st uttryckta inom matematiken. Sahar pass avancerade
konstruktioner ska vi dock inte syssla med, men det ar bra att ha i atanke. En definition av en samling objekt ar
inte nédvandigtvis en mangd. Allt ar inte guld som glimmar.

DELMANGDER OCH OANDLIGHETER

Kom ihag att A 4r en delmdngd till B om alla element i A ocksa existerari B.

Fran en given mangd A med kardinalitet n, det vill sdga |A| =n, kan vi alltid skapa totalt 2™ stycken
delmangder. Detta kommer bevisas i nasta kapitel om kombinatorik, for tillfdllet accepterar vi detta som en
sanning. Betank mangden A = {a, b, c} som allts3 har kardinalitet 3. Vi bér kunna hitta 23 = 8 delmingder:

9 | {a} | {b} | {c}

{a,b} | {a,c} | {b,c} | {a,b,c}

Mangden av alla delmangder till en given mangd kallas potensmédngden (pa engelska power set) och skrivs
med funktionen P.

P(A) = {0,{a},{b}.{c}{a, b} {a,c},{b,c},{a,b,c}}
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Kardinaliteten (antal element) i potensméangden ar alltid stérre @n den ursprungliga mangden. Detta kan tyckas
vara uppenbart eftersom 2™ > n men detta har visat sig stimma dven for oandligt stora mangder!

Sa... vad innebar det?

OANDLIGT STORRE AN OANDLIGHETEN (LITE OVERKURS MEN ACK SA INTRESSANT)

En odndlig médngd ar en miangd med oandligt manga element. N, Z och R &r exempel pa sadana (det finns
odndligt manga naturliga tal, heltal och reella tal). Daremot finns det, till stor férvarning, olika stora odndliga
mangder.

Att tva mangder ar lika stora (har samma kardinalitet) innebér att varje element i den ena mangden kan paras
ihop unikt med ett element i den andra mangden. Vi behdver inte rakna antalet fingrar for att se att vi har lika
manga fingrar pa vansterhanden som pa hogerhanden. P4 samma satt kan en odndlig mangd sdgas vara lika
stor som de naturliga talen om de kan placeras pa en numrerad lista, ett element for varje naturligt tal.

De naturliga talen N utgér den "minsta oandligheten” och dess kardinalitet forkortas X, (ldses alef noll”). Men
eftersom potensméangden alltid ar storre kan vi hitta en odndlig mangd som ar dnnu storre (nasta ar av storlek
X;, nasta ar X, och sa vidare). Det har visat sig att det finns fler reella tal dan naturliga tal, med andra ord
IR| > |N|. Vi ska inte bevisa detta men tdnk pa foljande: Att mingderna inte &r lika stora betyder att
decimaltalen inte kan ordnas upp pa en lista. Om du borjar med att para ihop 0 med 0, vilket ar nasta
decimaltal efter 0 som ska paras ihop med 1? Aven om du viljer ett mycket litet tal 0,000000000000001 s& kan
du hitta ett annu mindre (som dnda ar stérre dn 0). Oavsett vilka tal du an satter upp i listan gar det att hitta ett
som du missat.

Den exakta storleken pa R ar daremot okdnd. Det kdnns naturligt for manga matematiker att |R| = X;, vilket
kallas kontinuumhypotesen. Men detta ar ett annu oldst problem.

De oandliga storlekarna fortsatter X,, 85, 8,4, X, ... och sa vidare. Inte ens dessa tar slut.

e Ny, drden stérsta mangden i den minsta odndliga listan av oéndliga mangder.
° NN

minsta odndliga listan av odndliga mangder.

NOér den storsta mangden i den minsta oandliga listan med storleken av den storsta mangden i den

Det &r helt okej att fa huvudvark av de tva sista formuleringarna. Men idéerna dr mycket spannande och jag
rekommenderar att du utforskar dessa odndlighetskoncept vidare med féljande mycket pedagogiska video:

http://www.youtube.com/watch?v=elvOZm0d4HO0

Nu atergar vi till &ndliga tal och mer intuitiva problem.


http://www.youtube.com/watch?v=elvOZm0d4H0
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KOMBINATORIK

Begreppen permutation och kombination.

Metoder for berikning av antalet kombinationer och permutationer samt
motivering av metodernas giltighet.

Vi vill kunna besvara fragor av typen:
Bland 25 elever ska ett fotbollslag med 11 spelare vdiljas ut. PG hur manga olika sdtt kan detta géras?

Hur mdnga sdtt kan ett virde vdljas fér ett kombinationslds?

PERMUTATIONER OCH KOMBINATIONER

Ovanstaende fragor ar exempel pa fragestdllningar inom omradet kombinatorik. Omradet handlar om att
antingen en ordnad delmangd (permutation) eller en delméngd utan att bry sig om inbordes ordning
(kombination) ur en mangd med alternativ.

For att underldtta berdkningar anvands skrivsattet n! vilket utldses “n fakultet” och betyder:
nl=nxMm—-1)*M—-2)*.%x3%x2x1

Till exempel sd ar 4! = 4 * 3 * 2 % 1 = 24. Vi definierar 0! = 1.

Antal satt att vélja en permutation med k element fran n element skrivs P(n, k) och berdknas:

n!

P(n, k) = 7(71 myaY

Vi tar ett exempel: | en skolklass med 20 elever ska en elevradsrepresentant och sekreterare véljas. Dessa far
inte vara samma person. Pa hur manga olika satt kan detta goras?

20! 20! 20 %19 * 18+t +—1

P20.2) =75 —.2)! T181 | 18+i7e 1%

=20+19 =380

Vi kan ocksa motivera detta med multiplikationsprincipen: Till den férsta posten finns 20 mojligheter. Nar
denna ar vald finns 19 till den andra posten. Totalt 20 * 19 = 380 mdjligheter.

Om vi ddremot vill vdlja ut en grupp med 2 elever utan att bry oss om inbordes ordning (i detta fall vem som far
vilken post) beraknar vi antalet kombinationer med k element fran n. Antalet skrivs C(n, k) eller vanligtvis

n . . . .
(k)’ Observera att det inte finns nagot brakstreck.

n n! P(Tl,k)
cni) = () = m—kkl Kl

Vi delar alltsa antalet permutationer med k!, i detta fall 2! = 2, f6r att fa bort de permutationer som raknas tva

ganger (Per=ordforande och Sara=sekretare &ar samma kombination som Per=sekreterare och

Sara=ordférande). Talet (Z) kallas ocksa for binomialkoefficient och lases ”n 6ver k”.

Exempel: P3 avbytarbanken till ett fotbollslag sitter fem personer. Bara tre far spela. P4 hur manga olika satt
kan avbytarna valjas?
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Av fem personer ska tre viljas, detta kan goras pa

10

(5)_ 5! _5*4*3*2*1_5*4_
3/ (5-=3)I31 2%1%3%2%1 2%1

olika satt.

Ett kombinationslas borde alltsa egentligen heta permutationsids. Det racker ju inte med att bara veta vilka
siffror som ingdr, utan ocksa i vilken ordning (permutation) de forekommer.

NAGRA VIKTIGA EGENSKAPER

Talen (k) blir snabbt mycket stora och svara att berdakna, men det finns manga samband och férenklingar som
kan anvandas.

Att vélja n element fran en méangd med n element kan bara goras pa ett satt (valj alla):

! 1 1
W)= a=1=2

Att vélja 0 element fran en mangd med n element kan bara goras pa ett satt (valj inget):

n n! n! 1
0 m=0)0! n'0! 1=x1

Det spelar ingen roll om vi véljer k element eller n — k element:

n! n!

(Z)z(n—k.t)!k!zk!(n—k)!z(nfk)

oy 5\ _ (5
Med andra ord ar till exempel (3) = (2

lika manga satt som vi kan vélja tva personer att inte skaka hand med. Att vélja tre av fem ar ekvivalent med

). Att skaka hand med tre personer fran en grupp av fem kan goras pa

att inte valja tva av fem.

PASCALS TRIANGEL

Detta triangelformade monster av tal kallas for Pascals triangel och ar uppkallad efter den franske
matematikern Blaise Pascal. Varje element dr summan av de tva ovanstaende.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
14 6 4 1
1 510 10 5 1

Summan av rad n ar 2™. Vad har triangeln med kombinatorik att gbéra? Jo, det visar sig att varje tal ar en
binomialkoefficient!
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G O G G G

Vi kan darfér motivera foljande formel:

Till exempel:

BINOMIALSATSEN

Med kvadreringsregeln vet vi att
(a +b)? =a?+ 2ab + b?

vilket ar detsamma som:

(a+b)? = ((2)) a’ + G) ab + (;) b?

Pa samma satt galler

(a+b)= ((3)) a®+ G) a’b + G) ab? + (3) b3

vilket inte ar ett sammantraffande.
Tank pé att (a + b)® = (a + b)(a + b)(a + b)

| ovanstdende exempel kan vi valja ut en méngd med 3 stycken a genom att vélja a fran varje parentesuttryck.
Det kan bara goéras pa ett enda satt. Tva a och b kan véljas pa 3 satt (dar b viljes fran 1 av 3 uttryck, och sedan
valjes a fran de andra tva). Och sa vidare.

Allmént géller den allmédnna binomialsatsen:

(@+by = (5) @b + () a4 (

) )alb"_l + (Z) a’pn

n—1

Formeln fungerar dven for uttryck som (a — b)™ genom att byta ut varje b* mot (—b)¥ i varje term ovan.

@@=y = () a b+ (7) @t =hy 4k (1 Yar byt + () ey
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Binomialsatsen ar mycket fordelaktig att lara sig utantill. Ménstret i sig ar viktigt att férstd och precis som
kvadreringsregeln mycket anvandbar for att férenkla uttryck av typen (a + b)™.

POTENSMANGDEN

| forra kapitlet sade jag att vi skulle motivera att en mangd av ordning n har precis 2" delméngder. Detta kan vi
nu antligen goéra med hjalp av binomialsatsen. Observera att vi en delméngd av ordning k ar en kombination
med k element tagna ur var ursprungsmangd. En delméngd med 0 element kan darfér viljas pa precis (g) satt.

En delmédngd med 1 element kan valjas pa precis ('11) satt, och sa vidare. Antalet delmangder ar totalt alltsa

(o) + (D + ) +-+()

Vi kan med hjalp av binomialsatsen sdga nagot om hur stor denna summa ar! Lat a = 1 och b = 1 och berékna
med binomialsatsen uttrycket (1 + 1)™.

@+ = (g) 1m0+ ()t e (0 i (1o

Vansterledet kan vi forenkla till 2™ och hogerledet kan férenklas eftersom 1 upphdjt i vad som helst fortfarande
ar 1.

2= () +()++ (2 )+ ()

Hogerledet &r nu precis det uttryck vi hade fér antalet delmangder och vansterledet dr 2™. Vi har alltsa bevisat
att potensmangden ar av ordning 2™ f6r en mangd av ordning n. Samtidigt har vi knutit an tva olika grenar av
matematiken, kombinatoriken och mangdlaran. Haftigt!

Exempel: Berikna koefficienten framfor a®b? i uttrycket (a + b)>.

Detta ar en vanlig uppgift. Till detta anvander vi binomialsatsen.

5 5 5 5 5 5
(a+b)° = (0) a’h® + (1> a*bh! + (2) a®b? + (3) a’b® + <4) alb* + <5) a’b?®

Som vi ser ar den efterfragade koefficienten:

@F@%ﬁf”

Exempel: Hur manga delmangder av kardinalitet 2 finns det till en mangd av storlek 5?

Detta ar i sjdlva verket precis samma uppgift. Att valja 2 element fran totalt 5 kan goras pa féljande antal satt:

@F@%ﬁf”
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KONGRUENSRAKNING

Begreppet kongruens hos hela tal och kongruensréikning.

Kongruensrdkning brukar ocksa kallas fér klock-aritmetik eftersom samma principer anvands for att rakna ut
hur mycket klockan ar.

TILLBAKA TILL GRUNDSKOLAN: HUR FUNGERAR KLOCKAN?

| en vanlig analog klocka gar visaren upp till 12 innan den bérjar om. Klockan 13.00 sager vi "klockan ett” och
klockan 14.00 sager vi “klockan tva”. Uppenbarligen géller det att 13 = 1 och 14 = 2.

P3 det matematiska spraket sager vi att vi raknar modulo 12 och att 13 ar kongruent med 1. Med det menas
att att vi associerar talet 12 med talet 0. 12 = 0. Fran det kan vi rdkna ut vad 13 ar, eftersom 13 = 12 + 1.

13=124+1=0+1=1

Observera tecknet = som vi anvander for kongruenser. For att tydliggéra att det ar just modulo 12 kan vi
skriva:

13 =1 (mod 12)

Detta lases ”13 ar kongruent med 1 modulo 12” eller ”13 ar kongruent med 1 mod 12”. P4 samma satt, sasom
vi ser pa klockan, vet vi att:

18 = 6 (mod 12)
23 =11 (mod 12)
24 = 0 (mod 12)

Det finns ett annat satt att se pa modulordkning: som resten av en division. Nar vi raknar modulo 12 sa
dividerar med 12 och resten, det som inte gar jamnt upp, ar resultatet.

18 1 6
E = 1rest

12 gar i 18 en gang, kvar blir 6. Darfor ar 18 = 6 (mod 12).
Lat oss l6sa en ekvation:
17 = x (mod 5)
Vad blir 17 delat med 5? 5 gar i 17 tre ganger och kvar blir 2. Allts3 ar x = 2.
Alla kongruensekvationer har odndligt manga l6sningar,
1=13=25=37 =49 (mod 12)
men oftast vill vi garna hitta varde fér x (mod m) sa att 0 < x < m. Detta kan liknas med att vi i uppgifter som
sin(x) = 0,5

ocksa har oandligt manga losningar. Oftast ar vi intresserade av l6sningar 0 < x < 2m och sedan grupperas alla

I6sningar som hor ihop in, som till exempel x = 2 + 2nn for alla n.
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For kongruensrdkning modulo n s& kan vi alltid kategorisera talen i n olika mangder, sa kallade
ekvivalensklasser. 0, 12 och 24 ar i samma ekvivalensklass modulo 12 eftersom de alla dr kongruenta med
varandra. 1, 13 och 25 ar i samma ekvivalensklass av samma anledning. Vi sdger att O 4r en representant for
sin ekvivalensklass, precis som 1 ar for sin. Varje ekvivalensklass dr en delmangd till N.

RAKNEREGLER

Foljande rakneregler géller for kongruenser:
a+ b (mod m) = (a modm) + (b modm)
a * b (mod m) = (a mod m) * (b mod m)
a™(mod m) = (a mod m)™
Viktigt &r ocksd att om a = b (mod m) och b = ¢ (mod m) sa géller ocksa att a = ¢ (mod m).
Exempel: Vad blir 291°° mod 4?

(29 mod 4)1°° = (1 mod 4)°° = 1190 =1,

Exempel: Vad blir 301°° mod 4?
(30 mod 4)*°° = (2 mod 4)1°0 = 2100
Hur gar man vidare nu? Med hjalp av potensreglerna!
2100 — (22)50 — 450 = 050 =0
Att 4= 0 foljer av att Z = 1rest 0.

Allt som allt vet vi nu att 301°° = 0 (mod 4). Eftersom resten &r 0 kan vi ocksa sdga att 3010 &r jamnt delbart
med 4.

Exempel: Ar 3312 delbart med 3?
Vi tar reda pa detta genom att rakna modulo 3:
332 mod 3 = (33 mod 3)*2 = (0 mod 3)*?

Eftersom talet ar kongruent med noll sa blir det ingen rest vid divisionen, sa svaret ar Ja.

Exempel: Vilken &r sista siffran i talet 3312?
Det finns 10 mojligheter for den sista siffran, sa vi raknar modulo 10:
332 (mod 10) = (33 mod 10)12 =312 =(3*)3=813=13=1

Den sista siffran i talet ar alltsa 1. Vi kan ocksa forklara modulo 10 genom att inse att det endast ar den sista
siffran som &r intressant for att rékna ut vad den sista siffran i produkten blir. Vill vi veta de sista tva siffrorna
racker det med att bry sig om de tva sista siffrorna i varje utrdkning. Da raknar vi modulo 100:
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33'2(mod 100) = 1089°(mod 100) = 89° = 79213 = 213 = 9261 = 61
For att hita de tre sista siffrorna raknar vi modulo 1000, och sa vidare.

Kongruensrakning ingar i en mycket stor gren av matematiken kand som talteori, som grovt férklarat handlar
om att hitta monster bland de hela talen. Kongruensrakning med primtal ar den stora hornstenen i kryptering,
alltsa att skydda meddelanden fran obehériga, till exempel vid onlinehandel och banktransaktioner. Om du ar
intresserad, sok efter “"RSA-kryptering”.

Har finns det mycket mer spannande att ta upp, men kursmalen verkar bara ticka kongruensrakning. Istillet
fortsatter vi till nagot mer bekant: talféljder.
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REKURSION OCH TALFOLJDER

Begreppen rekursion och talféljd.

Vi kdnner redan till tva typer av talféljder, nu ska vi lara oss en tredje version.

REKURSIVA DEFINITIONER

De typer av talfoljder vi redan mott ar:

e Aritmetisk: 4,6,8, 10,12, ...
Nagot adderas till varje nytt element
e Geometrisk: 3,6, 12, 24,48, ...
Nagot multipliceras till varje nytt element

Talen i talfoljden kallar vi ay, a;, a,, as, ... och sa vidare. Tal nummer n ar a,, sa det forsta talet ar a,. Vi kan
ange dem med en exakt formel:

e Aritmetisk: a, = 4+ 2n
e Geometrisk: a, = 3 * 2"

Dessa typer av talféljder och deras egenskaper finns att repetera pa matteboken.se:

e http://www.matteboken.se/lektioner/matte-1/tal/aritmetiska-talfoljder

e  http://www.matteboken.se/lektioner/matte-1/tal/geometriska-talfoljder

Nu ska vi titta pa en tredje sorts talféljd: En rekursiv talféljd. Har anges nasta tal som en funktion av de
tidigare. Ett vdlkant exempel &r Fibonaccis talféljd:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...
Har definieras de tva forsta talen som ettor och sedan ar varje tal a,,summan av de féregaende tva talen:
e R )

Sa att

a,=a,+ay=1+1=2

a;=a,+a,=2+1=3
och sa vidare.
Vi kan skapa en talféljd av talen n! som vi stétte pa i kapitlet om permutationer och kombinationer.

a, =n!
Ger talféljden
1,1,2,6,24,120,720, ...

Vi kan ocksa observera att n! = n * (n — 1)! Och beskriva talféljden rekursivt:

a, =1


http://www.matteboken.se/lektioner/matte-1/tal/aritmetiska-talfoljder
http://www.matteboken.se/lektioner/matte-1/tal/geometriska-talfoljder
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an =N*dp—

| det har fallet kallas a,, = n! en direkt formel och det senare en rekursiv formel. De formler vi anger for
aritmetiska och geometriska talfoljder ar alltid direkta formler.

Som du sdkert minns finns det explicita, generella formler for att berdkna summan av aritmetiska och
geometriska talfoljder. Rekursiva talféljder ar ett mycket mer generellt begrepp och darfor finns ingen sadan
latt regel for summan.

ALGORITMER

Med algoritmer menas generella metoder att utféra en uppgift. Att rakna multiplikation med uppstallning eller
kort division ar exempel pa algoritmer.

Algoritmer kan ocksa vara rekursiva, sa ar fallet nar de anvander sig sjalva.
Nar du larde dig multiplikation fick du nog hora att multiplikation ar upprepad addition. 53 =545+ 5.
Darfoér kan matematiker definiera multiplikation med positiva heltal pa foljande satt:

m+mx*(n—1) omn>0

m*nz{o omn=20

Algoritmen ar rekursiv eftersom resultatet ar en summa som inkluderar en ny multiplikation, anda tills talet n
har blivit noll.

Exempelvis:
43 =44+4+2=4+4+4+x1=4+4+4+4+x0=4+4+4+0=12
5#2=545%1=54+5+5x0=5+54+0=10

Alla datorprogram ar exempel pa algoritmer och &r néstan alltid en blandning av manga olika algoritmer. Det ar
intressant att hitta sa effektiva algoritmer som magjligt. For att jamfora dem jamfor vi hur manga berdkningar
som kravs for att utféra respektive algoritm (detta kallas for algoritmens komplexitet).
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INDUKTIONSBEVIS

Induktionsbevis med konkreta exempel fran till exempel talteoriomrddet.

Matematik handlar i stor grad om bevis och motbevis. Ar ett pastdende sant eller falskt? Galler det alltid?

MATEMATISKA BEVIS

Att visa att en formel alltid géller kan vara svart. Man kan inte bara "testa med alla tal” for det finns ju oandligt
manga. Vi behdver smartare knep. En vanlig bevisform kallas induktionsbevis och ar mycket kraftfullt. Det
utfors i tre steg:

1. Bevisa att formeln géller for ett visst tal. (Induktionsbas)
2. Anta att formeln géller for nagot tal m. (Induktionsantagande)
3. Visa att, med ovanstaende antagande, formeln ocksa galler for m+1.

Da foljer det, logiskt, att formeln géller for alla tal efter induktionsbasen.
Dominobrickor ar ett exempel:

1. Vikan visa tydligt att vi tippar omkull den forsta brickan.
2. Omviantar att bricka m faller...
3. ...safaller ocksa nésta bricka (m + 1)

Alltsa faller alla brickor.
Vi gor detta med ett matematiskt exempel:

Exempel: Visa att, oavsett n, sa galler:

1 N 1 N 1 bt 1 _n
1%2 2%3 3x4 nn+1) n+1
Stegl: Forn = 1farviVL = ﬁ = % = HL, sa formeln stimmer fér denna induktionsbas.

Steg 2: Anta att formeln géller for n = m:

1 1 1 1 m

1223 3% "tom+D m+1

Steg 3: Nu vill vi visa att den ocksa géller forn = m + 1:

1+1+1++1+ 1 _m+1
12 2%3 3x4 mm+1) (m+1)M+2) m+2

Enligt induktionshypotesen ar de forsta termerna i vansterledet samma sak som%sé vi kan skriva detta

uttryck som:

m 4 1 ~m+1
m+1 (m+1)Mm+2) m+2

Nu vill vi visa att likheten stammer. Vi hittar minsta gemensamma namnare i vansterledet:
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m(m+ 2) 1 ~m+1
mrDm+2)  mrDm+2) m+2

mim+2)+1 _m+1
(m+1Dm+2) m+2

Vi skriver hogerledet pa samma namnare:

mm+2)+1 (m+1)(m+1)
(m+1Dm+2) (m+1)(m+2)

Forenkla uttrycken i téljarna sa ser vi att:

m2+2m+1 3 m2+2m+1
(m+1)(m+2) (m+1m+2)

Uttrycken i bada led ar exakt likadana, sa vi har visat att formeln stammer for alla n > 1.

SUMMATECKNET
Summan L + L L + 4 ! kan ocksa skrivas med summatecknet:
1%2 2x3 3x4 n(n+1)

n

Zi(i-ll-l)

i=1

Termen till héger om summatecknet antar forst vardet i = 1 som ar skriven under summatecknet. Sedan
adderas en ny likadan term med vardeti = 2, sedani = 3 och s3 vidare upp tilli = n som star ovanfor
summatecknet.
Darfoér hade uppgiften kunna formulerats till att bevisa likheten:

n

Z 1 _n
i(i+1) n+1

i=1

Nagra andra exempel pa summor:

101 01 1 1
2iT1t3t 3t

i=1

5
Zi2:0+1+4+9+16+25

i=0

Har later vi alltid i beteckna den variabel som férandras mellan varje term. Men precis som i ekvationer kan vi
dopa den till vad som helst.

BEVISA OLIKHETER

Vi tar ett annat exempel.
Exempel: Bevisa att n? < 2™ fér n > 5.

1. Forn =5 serviatt 52 < 25 stimmer eftersom 25 < 32.
2. Anta att olikheten giller forn = m: m? < 2™
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3. L3tossnu titta pd (m + 1)? < 2m*1!
Olikheten kan med kvadreringsregeln och potensreglerna utvecklas som
m?2+2m+1<2%2™m
Enligt induktionshypotesen géller att m? < 2™. Vi byter ut vart uttryck pa det viset.
m?+2m+1<2xm?
Vi subtraherar med m? och kastar om i olikheten fér att fa:
2m+1 < m?
m?—2m—-1>0
Vansterledet kan kvadratkompletteras till:
(m-1)2-2>0

m-1)2>2

Sida 20

Vansterledet ar en exponentiell funktion som stammer fér m = 3 och sedan bara vdxer, medan hogerledet ar

konstant. Med andra ord adr denna ekvation giltig for alla m > 3 vilket, tillsammans med induktionsbasen n = 5

gor att den ursprungliga formeln géller for allan > 5.

Tidigare ndmndes det att antalet delmangder till en mangd av ordning n ar precis 2. Detta bevisades i

avsnittet om kombinatorik men kan ocksa bevisas med hjélp av ett induktionsbevis. Detta ar ett mer tekniskt

bevis, men fér den intresserade gar det att lasa har:

http://www.proofwiki.org/wiki/Sum of Binomial Coefficients for Given n/Proof 1

Nu lamnar vi talteorin och bevisféringen och kommer till det sista kapitlet, med nagot mycket mer visuellt och

handgripligt. Grafer!


http://www.proofwiki.org/wiki/Sum_of_Binomial_Coefficients_for_Given_n/Proof_1
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GRAFTEORI

Begreppet graf, olika typer av grafer och dess egenskaper samt ndgra
kdnda grafteoretiska problem.

| detta avslutande kapitel ska vi titta lite ytligt pa grafteori, vilket inte dr detsamma som grafer av funktioner.

TVA MANGDER BILDAR EN GRAF

Med en graf kommer vi inte langre tala om grafen av en funktion, utan istallet om tva mangder:
V = mingden noder (vertices)
E = mingden av kanter (edges)

Terminologin ar inte helt entydig pa engelska och diarmed ofta oklar pa svenska. Jag férsoker halla mig sa
konsekvent som mojligt, men varnar fér att andra ord kan férekomma i andra texter. Noder kallas ocksa
punkter eller hérn. Kanter kallas ocksa bdgar.

Kanterna binder ihop noderna pa till exempel detta vis:

A

O

°Q

O

| ovanstaende bild ar A, B, C och D noder med totalt sex kanter. Ofta forbjuder vi mer an en kant mellan tva
noder (sasom mellan B och C ovan) men dven detta kan férekomma. Vi talar dd om en multigraf.

En kant gar fran D tillbaka sig sjalv. Detta kallas en loop.

| verkligheten kan noderna till exempel representera stader och kanterna &r vagar mellan dem. Kanterna kan fa
olika varden (avstandet mellan staderna) och ett intressant, men mycket svart, problem ar att hitta kortaste
avstandet (minsta summan) mellan tva punkter.

Vi tar ett exempel pa detta. Fem stader A, B, C, D, E ar sammanbundna av dessa vagar:
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Varje kant har tilldelats ett varde som kan sigas representera avstandet mellan tva stader. Talen kallas vikter.
Vilket ar kortaste avstandet fran stad C till stad E?

Det enklaste kan tyckas vara vagen C-B-E som har total langd 1 4+ 12 = 13. Men det gar att gora battre.
Vag C-B-D-E inkluderar fler stdder men dr bara 1+ 4 + 5 = 10 enheter lang.

For att fa vara GPS-enheter och onlinekarttjanster att fungera maste datorer kunna rakna bade riktigt och
snabbt pa dessa typer av problem. Med tusentals noder och miljoner kanter blir berakningarna mycket
tidskrdavande med ineffektiva metoder.



Snabbkurs i Matte 5, av Mattecentrum Sida 23

OLIKA TYPER AV GRAFER

Med K,, menas en graf med n noder dar alla par av noder ar ssmmanbundna med en kant.

0—0

|/| o/o T

o—0o \l | O
o BN

Graf K, till och med K, ar planédira, det vill sdga de kan ritas upp utan att tva kanter skar varandra. Fran och
med K5 dr det omdjligt. K5 ar en icke-plandr graf.

Ett tréd ar en graf utan cykler, det vill sdga det gar inte att ga fran en nod A tillbaka till A utan att ga éver nagon
kant minst tva ganger.
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Ovanfor ar ett exempel pa ett trad. Tank pa sannolikhetstrad!

GRAFTEORETISKA PROBLEM

Grafteorin harstammar fran matematiken Leonhard Euler som undersokte problemet med vad som idag ar kant
som Kénigsbergs sju broar.

Den gamla staden Konigsberg (idag Kaliningrad) bestod av fyra stadsdelar avskiljda med vatten och dessa var
sammankopplade med sju broar.

].mh% i f . )
- el L =l

™ S | - ... : .
‘._p'j'l.' ?Lmﬁj.ﬂ:x Ir f=

Fragan 16d: Ar det majligt att pabdrja en promenad, korsa varje bro precis en gang och sedan vara tillbaka vid
ursprungsplatsen? Euler insag att det inte spelar nagon roll hur resten av staden ser ut eller hur langt det ar
mellan broarna, det viktiga ar hur broarna férhaller sig till varandra. De fyra landmassorna kan ritas som en

(
O—0

P

Med denna insikt lade Euler grunden till grafteorin sdsom vi kdnner till den idag.

graf:
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Det 6nskade promenadstraket visade sig vara omojligt. Euler bevisade att en sadan promenad dar alla broar
(kanter) maste passeras (idag kallad Eulervdg) kraver ett satt att Iamna en nod for varje satt att na den. Med
andra ord maste varje nod sitta ihop med ett jamnt antal kanter (férutom majligtvis de noder som &r start och
slut). Ett satt att gora detta pa som dessutom slutar dar promenaden boérjaden kallas en Eulerkrets. |
ovanstdende graf finns det ingen nod alls som sitter ihop med ett jamnt antal kanter. Alltsa existerar ingen
Eulerkrets.

Ett annat kadnt grafteoretiskt problem ar fyrfdrgsproblemet. Tank dig en varldskarta med alla lander. Hur
manga farger maste anvandas for att kunna farga varje land pa ett sddant satt att inga tva gransande lander har
samma farg?

Det ar latt att visa att det absolut inte gar med tre farger:

”Landet” i mitten gradnsar till alla de tre fargerna réd, bla och gron och far alltsa inte ha den fargen sjalv. Men
racker det alltid med fyra farger? Svaret visade sig vara ”Ja” och bevisades sa sent som 1976 med hjilp av
mycket avancerad grafteori och datorsimuleringar.

Svaret kan ocksa uttryckas mer generellt: Ingen planar graf behéver mer an fyra farger for att undvika att tva
sammankopplade noder ska ha samma farg.

Detta avslutar texten. Hoppas du fann den intressant och kdnner dig mer férberedd infor matte 5! | dvrigt
rekommenderar jag att du letar upp en gammal kursbok fran gymnasiekursen "Matematik diskret” eftersom
det dnnu inte finns nagra kursbocker fér Matematik 5.
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